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　　摘　要 :　针对 GPU通用计算环境 CTM纹理资源的限制 ,研究了一种适于 CTM的单纯形方法.依据单纯形方法

每次变换最多只增加一列非单位元向量和矩阵求逆运算的特征 ,给出 GPU上系数矩阵、基逆矩阵等的压缩存储策略

及在该策略下求解基逆矩阵、单纯形乘子和检验数等步骤新的计算规则. CPU主要进行迭代控制 ;而计算密集类任务

皆由 GPU完成.理论分析证明该方法比标准方法在时空复杂度上提高了一个数量级.数值实验表明该方法不仅扩大

了可求解问题的规模 ,且在获得正确优化结果的前提下 ,效率比 CPU版本有数百倍的提高 ,甚至数倍领先于 MATLAB

R2007a.
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Abstract :　We present a GPU2based algorithm for solving linear programming problems using simplex methods under CTM

(close to the metal) environment . Matrix2packed storage strategy and correlative computation formulas such as revised basic matrix、

simplex multiplier and departing variables are brought forward ,according to the fact that at most one column vector produces in each

vertex changing step and the feature of reverse matrix of simplex method. CPU takes charge of the iteration and all compute2inten2
sive tasks are carried out by GPU. Theory analysis proves that both space complexity and time complexity are superior to traditional

method. Numerical experiments on randomly generated problems demonstrate that this method can not only get correct optimal solu2
tion ,but also reach as fast as hundred times of CPU2based version ; and it runs several times faster than MATLAB R2007a.
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1　引言

　　单纯形方法是求解线性规划问题的典型方法.在优

化计算领域 ,单纯形方法及其变种以其良好的结构和清

晰的计算过程被商业系统如MATLAB、CPLEX和LINDO/

LINGO等采用 ,创造了巨大的社会和经济效益.近来 ,单

纯形方法与遗传算法、进化计算等智能方法相结合 ,在

一定程度上弥补了随机搜索的固有缺陷 ,取得了很好的

效果[1 ,2 ] .

如何快速处理大规模问题一直是优化计算研究和

应用的一个难题. Paparrizos等研究了避开可行解区域的

外点单纯形方法、内点方法与单纯形相结合的新方

法[3 ,4 ] .Luh使用内点法替代单纯形阶段Ⅰ的方法[5 ] . Ju2
nior提出了使用余弦迭代获得更优的初始可行解的方

法[6 ]等等 ,这些方法大都致力于减少总的迭代次数 ,而

大规模问题求解 ,单纯形方法的一次顶点变换即需较多

的计算时间 ,只有提高迭代过程自身的效率 ,才能达到

全面提升性能的目标.

基于图形处理器 (graphics processing unit , GPU)的图

形处理及其通用计算近年来成为图形学及高性能计算

领域的热点研究课题[7 ] . GPU不仅在图形计算领域能够

将计算和渲染结合在一起 ,且有效用于如小波变换、电

磁加速等完全通用的计算 ,逐步成为独立的高性能计算

平台[8 - 10] . GPU所拥有的众多单指令流多数据流 ( single
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instruction multi data ,SIMD)处理器能够并行计算单纯形

方法中矩阵的各元素 ,且矩阵运算的内存访问模式也

能发挥 GPU高存储带宽的优势.尽管如此 ,单纯形方法

在 GPU上的并行化还有如下困难 :其一 , GPU架构迥

异 ,基于 GPU的算法必须针对某一或一个系列的 GPU

特殊设计 ,本文所用的是ATI(现并入AMD)的通用计算

环境 CTM(close to the metal) [11] ;其二 , GPU单一纹理尺

寸为 4096×4096(Directx 910) ,使用标准单纯形方法 ,只

能求解约 1400个变量的问题 ,不能像用 CPU计算那样

受限于总内存大小.

本文依据单纯形方法顶点变换和基逆矩阵等运算的

特征 ,结合现实问题系数矩阵多为稀疏的性质 ,提出了一

种适于CTM的压缩存储策略并给出了该策略求解基逆矩

阵、单纯形乘子和检验数等步骤新的计算规则.计算密集

负载全部移植至 GPU.理论分析和实验均表明了本文方法

大幅提升了求解效率 ,扩大了问题的求解规模.

2　压缩存储策略

　　在数据存储上 ,压缩存储系数矩阵 ,矩阵 A按列存

储原始系数矩阵中的非零元、矩阵 rowA记录 A中每一

个元素在原始矩阵中的行号、矩阵 columnA记录原始矩

阵每一列中第一个非零元在 A 中出现的序号 ,这三个

矩阵在 CPU上初始化并传输到 GPU的存储器纹理中.

在 GPU存储器上直接生成的矩阵 B - 1和 E ,也进行压

缩存储 :初始 B - 1是一个单位矩阵 ,每次迭代 (顶点变

换)至多增加一列非单位元向量 ,增量存储换入换出所

旋转出的列 ,并用一个辅助矩阵 BIcount 记录该列在原

B - 1中的列号 ,同样的策略应用于旋转矩阵 E.我们选

取单纯形方法中若干关键运算步骤给出压缩存储策略

下新的计算规则 :

(1)基逆矩阵

起始基 B0 是由松弛变量和 (或)人工变量所组成

的单位矩阵 Im ,因而其基逆矩阵 B - 1
0 也为 Im . 公式

B - 1
new = EB - 1

old迭代计算基逆矩阵 B - 1 . B - 1求解的特点是

从 Im开始 ,每次迭代最多只增加一个非单位列向量.

据此 ,只需对 E和 B - 1
old的非单位元进行计算 ,即可以得

到新的 B - 1
new .设 E = ( e1 , ⋯, el - 1 ,ξ, el + 1 , ⋯, em) ,ξ=

(ξ1 ,ξ2 , ⋯,ξm )′, 换出变量列序号为 l ; B - 1
old =

[λi , j ] m×m ,其非单位列向量序号存储在集合 U 中 ;

Bnew
- 1 = [λ′i , j ] m×m .新基逆矩阵 B - 1

new的计算公式如下 :

( ⅰ) l | U

Π i∈[0 , m - 1 ] : Π j∈U∪{ l} :

λ′i , j =

ξi×λl , j +λi , j

ξi×λl , j

ξi

　

,

,

,

　

i≠l∧j≠l

i = l∧j≠l

j = l

(1)

( ⅱ) l∈U

Π i∈[0 , m - 1 ] : Π j∈U :

λ′i , j =
ξi×λl , j +λi , j

ξi×λl , j

　
,

,
　

j≠l

j = l
(2)

　　为节省纹理资源和加速计算 ,在 GPU上开辟三个

静态纹理空间分别存储ξ、B - 1的非单位元和集合 U ;

换出变量序号 l存储在寄存器中.

本文对 B - 1的非单位列向量未使用压缩存储 ,这

基于以下两点 :存储上 ,即使基矩阵 B 是稀疏的 ,基逆

矩阵 B - 1也不能保持稀疏性 ;计算上 , GPU的像素子程

序(pixel shader)以并行模式运行 ,渲染顺序由 GPU自身

调度 ,渲染位置固定 ,若以压缩方式存储列元素 ,渲染

就需要在纹理间多次寻址 ,不利于并行存储器访问.

(2)单纯形乘子

单纯形乘子为 Y= CBB - 1 ,其中

Y= ( y1 , y2 , ⋯, ym) , CB = ( CB1 , CB2 , ⋯, CBm) ,

Y的计算公式如下 :

yi =
CB i

∑
m

j = 1

CBj×λi , j

　
,

,
　

i | U

i∈U
(3)

　　式 (3)中 ,当 i ∈U时 ,由独立的像素点渲染 ,而不

是继续分解为两个元素的乘积和求和子程序.

(3)检验数

标准单纯形方法计算非基变量 xN 的检验数σN

时 ,需生成非基变量系数矩阵 N .在 GPU上会造成频繁

寻址 ,并多消耗一个纹理.为此 ,本文计算所有变量的

检验数 ,σA = CBB - 1 A - C ,σA = (σ1 ,σ2 , ⋯,σn) , A =

[ ai , j ] m×n .σA 计算公式如下 :

σj = - cj + ∑
m

i = 1

yj×ai , j (4)

(4)新基解

新基解 xB = B - 1 b ,设 xB = ( xB1 , xB2 , ⋯, xBm) , B - 1

= [λi , j ] m×m , b = ( b1 , b2 , ⋯, bm) ,则 xB 计算公式如下 :

xBj =
∑

Π j∈U

λi , j ×bj + bi , i | U

∑
Π j∈U

λi , j ×bj , i ∈U

(5)

3　算法流程

　　在上述压缩存储策略和相应运算规则基础上 ,我们

给出算法 GCRM(compressed revised simplex method based on

GPU)的流程 ,如图 1所示. CPU和 GPU工作于同步模式 ,

即 CPU调用 GPU像素程序时 ,等待直到结果返回.

从图 1中可以看出 , GPU的工作是完成单纯形乘

子、逆矩阵及检验数和θ比值等复杂的计算 ,这些计算

都适合 GPU的流模型 ;而迭代过程中的结束判断、换入
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和换出变量选择等操作都被分配给 CPU执行.在数据

存储上 ,CPU以动态数组形式存储 , GPU以静态纹理形

式存储 ,这样的存储方式简化了编程接口 ,降低了虚拟

地址和物理地址之间互相转换带来的复杂性. CPU内存

和 GPU纹理间的数据传输是 GPU通用计算带来的负面

影响 ,我们尽量减少传输发生的次数和降低单次传输

的数据量 :迭代过程中的数据传输仅包括检验数和θ

比值序列 ,这两者都是一维向量 ,具有 O ( n)的空间复

杂度 ;具有空间复杂度 O ( n2)的矩阵 ,如系数矩阵 ,都

只在初始化或得到最优解后一次性地进行数据传输.

4　性能分析

411　复杂度分析

定理 411　若系数矩阵 A 的秩为 m ,则 GCRM单

次迭代的时间复杂度为 O( mk) ,其中 k = | U| .

证明　GCRM的主要计算量是计算基逆矩阵 ,该

步骤的时间复杂度为单次迭代的时间复杂度.若 l |
U ,根据式 (1) ,计算基逆矩阵需要 m ( k + 1)次乘法运算

和 ( m - 1) k次加法运算 ;否则 , l ∈U ,根据式 (2) ,需要

mk次乘法运算和 m ( k - 1)次加法运算.综上 ,整个算

法单次迭代的时间复杂度是 O( mk) .

若采用直接方法计算逆矩阵需要 O ( m3)次算术运

算 , GCRM即使在 k增长到 m 后 ,时间复杂度也能够降

低 m的一次幂.

定理 412 　若系数矩阵 A 的稀疏度为αΞ
,则

GCRM的空间复杂度为 O(αmn) .

证明　系数矩阵 A 的存储决定了整个算法的空

间复杂度 ,本算法只存储非零元 ,占用αmn个浮点数存

储单元.此外 ,使用 2 n个整数记录 A 的每一个非零元

的位置.因而 ,算法的空间复杂度为 O(αmn) .

算法计算过程中 ,基逆矩阵 B - 1和初等矩阵

E也采用了压缩存储策略 ,节省了存储空间.

412　数值实验
本节给出压缩存储策略下算法的 CPU版

本、GPU版本 ( GCRM)及MATLAB R2007a (以下

简称MATLAB)求解线性规划问题的效果和性

能比较.测试样本为随机赋值为 [ 0 ,1 ]上的浮

点数 ,问题规模为 n ,即 A为 n×2 n的矩阵、b

为 n×1 , c为 1 ×2 n.实验是在配有 Pentiun IV

314GHz CPU (主存 2GB) 和 ATI FireStream 2U

GPU(显存 1GB)的 PC机上进行的.

设系数矩阵的稀疏度为α,表 1的系数矩

阵 A 分为不稀疏 (α= 010) 、20 %稀疏 (α=

012) 、40 %稀疏 (α= 014)和 60 %稀疏 (α= 016)

四种情况.表中分别给出了每一规模在同样的

测试用例下的最终优化值和运行时间.由于

CPU和 GPU对浮点数的处理精度不同[11] ,优化值取小

数点后 3位 ,运行时间以秒为单位. CPU版本和 GPU版

本中还给出了算法迭代次数 ,以求证明 GPU版本算法

的正确性 ;而 MATLAB 会根据输入问题的性质自动选

择一个较优算法而不仅使用单纯形方法ΞΞ ,迭代次数不

作比较.每一问题规模生成 10个计算实例 ,取其各项指

标的均值.
表 1　运算结果比较

(1)α= 0. 0

问题
规模

MATLAB CPU版本 GPU版本

优化
值　
时间
　
迭代
次数
优化
值　
时间
　
迭代
次数
优化
值　
时间
　

200 0. 001 0. 96 5 0. 001 1. 63 5 0. 001 0. 85

500 0. 026 15. 05 7 0. 026 27. 53 7 0. 026 5. 14

800 0. 014 19. 62 10 0. 014 171. 68 10 0. 014 6. 77

1000 0. 019 25. 33 21 0. 019 707. 24 21 0. 019 7. 22

1500 0. 004 84. 86 12 0. 004 1584. 88 12 0. 004 10. 77

2000 0. 011 241. 52 18 0. 011 5664. 62 17 0. 011 19. 66

(2)α= 0. 2

问题
规模

MATLAB CPU版本 GPU版本

优化
值　
时间
　
迭代
次数
优化
值　
时间
　
迭代
次数
优化
值　
时间
　

200 0. 065 3. 02 16 0. 065 3. 80 16 0. 065 1. 54

500 0. 032 13. 92 15 0. 032 54. 46 15 0. 032 2. 34

800 0. 020 19. 44 22 0. 020 365. 00 22 0. 020 5. 64

1000 0. 013 25. 38 29 0. 013 959. 61 29 0. 013 8. 31

1500 0. 003 55. 75 22 0. 003 2772. 36 23 0. 003 11. 12

2000 0. 010 151. 63 30 0. 010 9062. 94 29 0. 010 34. 09
2500 0. 008 178. 97 30 0. 008 13688. 66 31 0. 009 51. 25
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(3)α= 0. 4

问题
规模

MATLAB CPU版本 GPU版本

优化
值　
时间
　
迭代
次数
优化
值　
时间
　
迭代
次数
优化
值　
时间
　

200 0. 091 1. 53 12 0. 091 2. 89 12 0. 091 1. 23

500 0. 031 15. 47 9 0. 031 33. 06 9 0. 031 1. 73

800 0. 025 11. 78 23 0. 025 82. 91 23 0. 025 2. 77

1000 0. 017 35. 06 44 0. 017 1452. 68 51 0. 017 10. 43

1500 0. 005 116. 63 23 0. 005 2896. 52 23 0. 005 10. 74

2000 0. 009 113. 94 26 0. 009 6008. 78 26 0. 010 17. 78

2500 0. 006 164. 03 - - - 21 0. 005 26. 90

3000 0. 009 393. 64 - - - 26 0. 009 69. 08

(4)α= 0. 6

问题
规模

MATLAB CPU版本 GPU版本

优化
值　
时间
　
迭代
次数
优化
值　
时间
　
迭代
次数
优化
值　
时间
　

200 0. 120 1. 44 30 0. 120 6. 91 30 0. 120 2. 53

500 0. 080 15. 22 37 0. 080 132. 72 37 0. 080 4. 45

800 0. 057 20. 53 54 0. 057 891. 64 54 0. 057 9. 96

1000 0. 032 32. 67 121 0. 032 3986. 67 121 0. 032 21. 78

1500 0. 048 126. 75 - - - 84 0. 048 15. 32

2000 0. 035 199. 16 - - - 114 0. 035 34. 70

3000 0. 030 679. 08 - - - 70 0. 032 42. 88

4000 / / - - - / / /

　　表 1 中 (1)所测试的问题 ,系数矩阵 A 是非稀疏

的 ,最多可处理 2000个变量的问题 ,较非压缩策略多近

600个变量 3 . (2)～ (4)根据稀疏比例的不同 , GPU版本

能够求解更大规模的问题.‘ - ’代表 5 个小时 (18000

秒)以上没有计算出来结果 ,‘/’代表没有可行解.

当问题规模在 1000 以下时 ,三者得到了截取到小

数点后 3 位的相同的优化值 ,而当超过一定的规模 ,

GPU和 CPU的迭代次数和优化值有时会出现一些偏

差 ,这是由于目前的 GPU 对浮点数的运算还不符合

IEEE2754标准[12 ] .当达到 4000 变量时 , MATLAB 和 GPU

版本都未能得到解 ,这证明了 GPU版本不仅在计算最

优值上是有效的 ,在发现问题无解上也是正确的.

　　上表实验结果中 MATLAB、CPU版本和GPU版本的

性能对比如图 2所示.由于运算效率相差悬殊 ,比较使

用了对数图. GPU版本在所有的测试样例下 ,明显优于

CPU版本.尽管 MATLAB 针对 CPU 进行了大量的底层

优化 ,如 JIT即时编译和向量化技术等等 ,使其比 C标

准写的 CPU 版本代码快很多 ,但是当问题规模达到

2000时 , GPU版本比MATLAB 也快了 5倍以上.

图 3对比了 GPU上非压缩策略和压缩策略的求解

性能 ,测试样例均为系数矩阵 A不稀疏.显然即使同样

解决不稀疏问题 ,压缩策略在性能上也是占优的.

5　结语

　　本文以研究了一种适于 GPU的压缩单纯形方法求

解线性规划问题 ,文[13 ]完成了 GPU上的内点法 ,也取

得了性能的提升 ,不同的是该文使用的是下三角矩阵 ,
3每个单精度浮点数占 4字节 ,2000×(2000 + 1) ×4≈4096×4096.
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没有针对稀疏问题进行优化.我们下一步工作是利用

分支定界方法 ,研究基于 GPU的整数规划问题求解 ;单

纯形方法在另一 GPU通用计算平台———NVIDIA 的统

一计算架构[14]上的实现并与之比较也是有意义的.随

着 Stream 113的推出 ,AMD的 GPU和 CPU将走向融合
(fusion) ,以 GPU为主的多核计算展现出光明的前景.
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